Dos ejemplos de sistemas de reacción-difusión: (i) estructuras localizadas y (ii) modelo de Hutchinson (de retardo temporal) con difusión by Bonilla, L. L. & Velarde, M. G.
Pub . Mat UAB
Nó 19 Maig 1980
Actas II Congreso de Ecuaciones Diferenciales y
Aplicaciones -Valldoreix, mayo 1979 .
DOS EJEMPLOS DE SISI'EMAS DE ItEACC:LON-D :I:1~ US:I_ON
ESTRUCTURAS LOCALIZADAS y (ii) MODELO DE
HUTCHINSON ( DE RETARDO TEMPORAL ) CON DIFUS10N
L.L . BONILLA y M.G . VELARDE
Departamento de Física de Fluidos
U.A .M., Cantoblanco (Madrid)
(i) Estructuras disipativas localizadas en un modelo
de reacción-difusión
1 . INTRODUCCION
En up articulo reciente
hemos estudiado las estructuras disipativas globales que
se originaban en un proceso de reacción-difusión cuya mo
de .lización es la siguiente :
A --«Ik Y
X +y ---- zy
(ley de saturación
x ~_ P
(Bonilla y Velarde, 1979a)
Suponiendo que el coeficiente de difusión de A es muchí-
simo
	
mayor que ' los demás se puede ver que, con condi
ciones de contorno de Dirichlet en los extremos del reac
tor, el estado de equilibrio bifurca hacia soluciones es
tacionarias y periódicas que se extienden a todo el reac
tor . Aquí nos ocupamos del caso, algo más realista, en
que el coeficiente de difusión de A, aiin siendo mucho ma
yor que el de X y el de Y, no es infinitamente mayor que
ellos . Entonces el sistema de ecuaciones correspondiente
es con
O=DgIDY ;D=Dy
al esquema reaccional
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A+DA "0 ó, rz
ax X_ - xy-
~t 1+~.x ay-z
ay -a_XY+D yz
~t
aY-
(2 .2)
(2 .3)
con las siguientes condiciones de contorno (Dirichlet)
A(o)- (1) = A (3 .1)
x(o,t)-xc~~~~= (3 .2)
\/(O)t)_ (3 .3)
que equivalen a resolver las ecuaciones (2 .2), (2 .3) con
las condiciones de contorno (3 .2), (3 .3) substituyendo
A en ellas por
dicadas .
2 . RESULTADOS
OsK
T- l2c ~Az
DÁ~~
1
solución estacionaria básica (solución trivial)
yo (r)
_ -L-~A(r) -+ 0(D)
Nos limitaremos a enunciar los resultados más salientes
remitiendo para los detalles a las referencias abajo in-
El sistema de ecuaciones (3) tiene la siguiente
A
	
A C ,~~ (5 .1)
0
Xu(~)= AA(r» -i' o(D) (5 .2)
(5 .3)
Un estudio de la estabilidad lineal del estado (5)
por el método WKB lineal frente a perturbaciones estacio
narias correspondiente a bifurcación a estados estaciona
rios inhomogéneos arroja los siguientes resultados (Boni
lla y Velarde 1979b) "
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esztabil.ida.d noutra correspor.c'i.eni:e a. Bifurcación hacia
estados estacionarios vienen dados por las raices ~]el
(6)
po1inowio
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1 . Los puntos de retroceso que hay en la linea de
y 6A-2 -3
	
1-1o 8A
t+
cuyos coeficientes son funciones de A=A(r) (ec.(4)) .
2 . Sean A= max A(r), A= min A(r), A., A+ (A+	A te )
dos valores entre A y A; sea q` . un valor de q sobre la
linea de estabilidad neutra.
3 . z(q) tiene (siempre,que e A < 4) una raiz real
negativa y una o tres raices reales positivas . Conside-
rando 8 fijo, z(q) tiene tres raices reales positivas
en el intervalo
A<A<
Si notamos por ql , q2 , q3 a las raices
de modo que
0 <
~l(A) C tz (A)
<
~3 ( Pt)
y una sola junto con dos complejas,conjugadas en
de z (q) elegidas
cuando A está en el intervalo (7), podemos ver que en
el intervalo (8) la raiz positiva es q3(A) . Las funcio-
nes q2(A), q3 (A)
	
son decrecientes con A en todo su inter
valo de existencia, mientras que ql (A) es decreciente en
y creciente en
zada en un sola
(Fig . l .b) si
A+ <A <~ A-x
4 . Para que pertenezca a
neutra debe ser
Entonces hay bifurcación
Ta (6) < %c < T3 (á)
La estructura disipativa
del reactor estando dos de
región del reactor (Fig . 1 .a) si
la linea de estabilidad
a estructura disipativa local¡-
(12)
(13)
está localizada en tres regiones
ellas pegadas a sus extremos
(l4)
Y por intimo la estructura disipativa
	
está localizada
en tres regiones interiores del reactor ( sin contacto
con sus extremos) (Fig . l .c) si
%L CAD) < ~, < t 1
(A )
o bien
~i(A+) < 1c < ~-1	
El orden de las figuras 1 .a-1 .c refleja las situaciones
que se obtienen cuando q c va disminuyendo desde q 3 (A)
hasta ql (A+ ) .
ricamente la ecuación z(q)= 0 con los siguientes valores
del orden de magnitud apropiado al modelo :
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Para la obtención de estos datos resolvimos numé-
A -- 1.000 , A = 0 .013
DA = 1 .0 x 10-2 , D = 5 .0 x 10-4
()= 0 .1., . . .,0 .9
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(ii) Modelo de Hutchinson (de retardo temporal) con difu
si6n
1 . INTRODUCCION
Desde no hace mucho tiempo se han venido observan
do estructuras espaciotemporales en diversos sistemas eco
lógicos tales como poblaciones de plancton en los mares
(Steven v Glo mbitza, 1972 ; Steele, 1974 . Un modelo su-
ceptible de reproducir cualitativamente una tal conduc-
ta es el siguiente (ecuación de Hutchinson con difusión):
cx t1
	
N (x -T)
K ax
Los resultados conocidos para la ecuación (1) sin difu
si6n (D=0) pueden ser resumidos como sigue :
1 . La ecuación (1) tiene íinicamente dos estado .s
de equilibrio N=0 (siempre inestable y N=K (estable o
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inestable según que r T sea menor o mayor que -TÍ12) .
2 . Para N>O y rT >Íi12 hay una corona (annulus) en
el plano fase tN(t), N(t-1)] formada por dos trayecto-
rias cerradas (soluciones periódicas de la ecuación sin
difusión) una interior a otra, que es global y asint6
ticamente estable y la región de atracción incluye to-
das las soluciones que no oscilen rápidamente (en el
sentido que los armónicos superiores oscilan rápidamen
te) (Kaplan y Yorke, 1975) .
3 . Los resultados numéricos de G .S . Jones(1962) su
gieren que las dos soluciones periódicas que constitu
yen la corona antedicha son la misma : una trayectoria
periódica que bifurca del estado de equilibrio con pe-
ríodo 4T y amplitud infinitesimal .
2, INFLUENCIA DE LA DIFUSION : RESULTADOS
Después de adimensionalizar la ecuación (1) y tras
ladar N a N-K, obtenemos la siguiente ecuación :
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= O< Jd (X,t) je(x,t --1)
Tras un análisis de estabilidad lineal y un estudio de
- perturbaciones singulares (método de las dos escalas,
véase por ejemplo Bonilla y Velarde, 1979a)llegamos a
los siguientes resultados referentes a la ecuación (2)
(Bonilla y Velarde, 1979b) .
I.l Cuando el medio espacial es infinito, la solu
ción trivial de (2) es estable o inestable (de modo os
cilatorio) según sea O < r < ro ; o - bien ro\< r
	
donde
21 21al l0.i-F c
4
)
Cotq1
a1/C2,
C > o
1.2 Cuando la nolinealidad « es finita, tenemos
una bifurcación desde la solución trivial a la siguien
te solución asintótica
(Wc w2+A -1\
1 11 ~K 111zCOS[i+ ~a +a1XI-1
~ N ± ~°
Í
~ ~ ~~=f°~] 1
toX,)Z. C~,1[~ (4)z
dicha solución (4) es estable o inestable según sea
o bien ~~ 0 . El coeficiente
(2,,v -cz) ReA + Zrc (tez+c-1)
z W21
95W4c ~2ow~e3 ~ e4,e54gowé+u4)(tii+e
/z
	
(s)
é?-+2-w2c +37rc`°-2c5
C l4tr2~-(c,~2
2)I/2W + 4wzcz(1-~-
es negativo para c -.~ G y para e-W;WG= CL ., o
1.3 Cuando la nolinealidad (~ es "pequera" la solu-
ción trivial bifurca a
~¡a /a 1/2
JV i~, )ti ure (ür c~ q)(zo+C2) M
COi í+ ( Yplalt + aíX/0
de modo supercritico o subcrítico según. sea tÁ< 0 o
11 .1 Cuando el medio espacial tiene una longitud fi-
nita, L, e imporemos condiciones de Dirichlet en el contor
no, la solución trivial de (2) es estable o inestable (de
modo oscilatorio) según el punto Z '-Í" esté por enci
ma o por debajo d.e la línea ( el parámetro (3 es la fre-
cuencia de la solución. periódica en . r-ro ) :
Q. - cot I
/ semp =-b 1T ¡~ ClT
(7)21
del plano a, b .
11 .2 Cuando 0( es finita la solución trivial bifurca
)ti 2
~°(cos -1) ~z
	
K2 COsM1+ (-f--eo)0~sen~rx
`f R"J L (8)z o
donde según sea negativo o positivo el parámetro Re-A
en este caso distinto de (5) - (8) es estable o inestable
11 .3 Cuando 0(« 1, la solución trivial bifurca °a, una
onda estacionaria de amplitud finita
~2(cos~ i)~z
£os C1+(~'Yo)Í01serLi. (9)Yo ñe ~
que es estable o inestable según sea Re a<0 o Rea ->o"
III.l Cuando el medio,espacial tier_e longitud finita
e impon.emos condiciones de flujo cero (Neumann) en el
contorno, la solución trivial es estable o inestable según
sea r menor o mayor que 1T/Z .
111.2 Cuando 0( es finita la solución trivial bifurca
a la solución periódica homogénea
g ~f f1r-2)
z
K =~ws 1 + (~~o ~.~.~.~~+~.) +12 (1T+2) Kzi'z. 2
Trt
-rr
que es asi_Ztóticamente estable . (10)
111"3 Cuando o( « 1, la solución trivial bifurca a
la siguiente solución periódica homogénea asintóticamente
estable
1/2,
	
8 + -. (fr-2) 11 Ut2
C'05 GT(1r+2,)
1+(`~~o) z i2~+zÍ 2, 2
Los parámetros que rigen el comportamiento de este mo
delo juegan los s giiientes pa-,elezi en relaci6n con la solu
ción trivial de (2) :
El retardo T y el ritmo de crecimiento r son. desesta
bilizantes, mientras la difusión es estabilizante tanto si
el medio espacial es infinito como si está, acotado . En el
primer caso la velocidad de la onda viajera, c, es deses-
tabil j zá_n_te de lá soluc i ón tr ivial el caso de medio
finito y condiciones de Dirichlet, la longitud de la caja,
L, actúa desestabilizando dicha solución trivial .
3 . APENDICE : METODO DE LAS DOS ESCALAS
ta .
Ilustraremos la aplicación del métod.o al caso de
condiciones de contorno de flujo cero y nolinealidad fin¡
Sabemos que cerca del punto de bifurcación hay una
gran separación entre dos escalas de tiempo (este es un
hecho general en problemas de bifurcación, comprobado in-
clusa experimentalmente) : el tiempo propio de la solución
asintótica y el tiempo que tarda en decaer a la misma una
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cierta condición inicial (Fig . 2 ) . En el caso que nos
ocupa, la cercanía al punto de bifurcación r-ro la mide
el parámetro
	
(a determinar)
(E) .
_f
o+ E~1+Ezr2+4(Ea)
N
y las dos escalas temporales son t-t escala de evolu
ción rápida y t - U ( 6 )- ro] escala de evolución
lenta) . Un desarrollo perturbativ
`
o~ como el siguiente
cJe (xot),t;E) = eJ
4
(Y, t)~~+ +E'13(x11
+~(E
conduce a una jerarquía de ecuaciones diferenciales tales
que, en el orden más bajo en E , la solución será aná-
loga a la solución del problema linealizado pero con
las dos constantes de integración dependientes de -e y
de la condición inicial . Así el limite % "'>*Q nos de-
termina la solución asintótica y su estabilidad .
po
Hemos de señalar que en el caso que nos ocu-
pa, la condición inicial no es puntual, sino del ti-
Ax,t) = ~ 00 > -1 <,t < O
pero este hecho no aparece en la teoría puesto que,
siguiendo un método análogo al de Bogoliubov-Mitropols
ky (Murray, 1976) las funciones a( 1V) se desarrollan
asi
0.(t-~-ro)1ti0.C )-(V'-ro)0.
¿
(t) =Q.(e)-F-Q(E)
lo que equivale a suponer un tiempo l, suficientemente
largo y que -todas las condiciones iniciales decaen tras
61 al estado asint6tico qué corresponda (solución ondu
latoria o solución trivial) .
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